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Exercice 1

Montrer que l'équation t77 : rlr + 1 admet au moins une solution dans lR* '

Exercice 2

Soient / et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que 9(a) : /(b) et g(b) : J(a)'

Montrer qu'il existe c € [a, b] te] que s(t) : /(")

Exercice 3

Soient f et g continues sur [0, 1] telles que ,f(0) :9(1) :0 et /(1) : s(o) : 1'

Montrer que 
v.\ e R+ 3c e [0, 1], /(r) : )9(c)

Exercice 4

Soit / : [a, b] -+ [a' b] continue teile que /([a' A]) c [a' f]'

Montrer que J admet un point fixe c'est-à-dire qu'il existe a e [a' b] tel que /(o) : a'

Exercice 5

Soient a et b deux réels et n' € N telquen) 2' Montrer que le polynôme X" +aX +ô admet au plus trois

racines réelles.

Exercice 6

Soit / dérilable sur un intervaLle ouvert 1'

l.MontrerquesiJs,annuleennpointsde.Ialorssadérivéefls,annuleenaumoins(n-1)pointsdel.

2.soitPunpolynômeàcoefficientsréelsMontrerquel'équationP(x):s'n'admetqu'unnombrefrni

de racines réelles'

Exercice 7

Soient n e N*, I un intervalle deR et soit / : 'I -+ IR n fois dêrim'bie'

Montrer que si / a'dmet au moins n* l racines distinctes' alors f(") possède au moins une racine'

By Hyperion



Mathématiques
Foucrroxs

s1 17118

Epirn

Exercice 8

Soient / et 9 continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[ telles que pour tout o e ]a, ô[, S'(ù I 0.

Montrer que S@) - S@) I 0 et qu'il eiste c e ]a, à[ tel que

r@)-r@)_1'k)
s(b) - s@) s'k)

Exercice 9

Soit / : [a, b] -+ )Rf, continue sur [o, b] et dérivable sur ]a, b[.

f 1o, o1 ---* m.

1. Soiig:{
I c ,___+ r''(/(r))

Montrer que g vérifie 1es hypothèses du théorème des accroissements finis et montrer à l'aide de ce

dernier qu'il existe c € ]a, b[ iel que

h(/(ô)) -Irr(/(,)) : (t - a{-@-
't@)

2. En déduire qu'il existe c € ]a, b[ tel que

rft) Q- ù#
1@)

Exercice 10

Soit / une fonction continue sur IR+, dérivable sur Rf telle que /(0) - 0 et /' croissante sur 1R.f .

Via le théorème des accroissements finis, montrer que pour tout r € Rf 
,

ry< /'(,)

Exercice 11

Soit / strictement décroissante et continue sur IR.

Montrer que ,f admet un unique point fixe.

Exercice 12

Soit / une fonction continue sur IR.+ et dérivable sur IR.f .

1. Montrer que si -tip_/'(r) 
: *oo alorr -Iru/(r) - *oo.

2. Montrer que si 

"If,"/'(r) - 
0 alors 

"If""f - o
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Exercice 13

Soient a € R u {+oo}' / et g deux fonctions défilies au voisinage de a'

On dit que / est négligeabte devant I au voisinage de a, et on note /: oo(9), si, au voisinage de a'

l@) -- g(r)e(r) avec lim e(z) : 0

On dit que / est équiralente à I au voisinage de o, et on note f - 9, si, au voisinage de o'

l(z):9(r)(t *e(r)) avec li:n e(o) :O

1. Comparer les fonctions I et I dans les cas suivants :

à. f t:x t--+ 12, g 
" 
x t--+ r, a: +6) et o : 0'

b. / : z r-+ 3x2 + r - 8et I : t f--+ 322 pour a: +oo'

Quel est l'équir.alent de la fonction / en 0 ?

c. l:xr---+eî, g:r++ c" (o>0) et 0 : +oo'

2. Quesignifiel-0? Quels sont les équivalents en 0dezr+sin(z), xr+ eî el'lrt+e" -1?

3. Soient f, g,het k quatre fonctions définies au voisinage de a telles que /;9 eth - k' On suppose de

plus que h et k ne s'annulent pas au voisinage de o'

Montrer qu'au voisinage de a, on a lh - gk et f, - 
nr' O-'-" f + h - g + k?

4. Tbouver les équivalents ed +oo et en 0 de r ,--. +:#, " =tffi'

Exercice 14

Rappelerlesdéveloppemerrts]imitésauvoisinagede0à]'ordre6desfonctionssuivantes:

1 1l ^\ - -ær. J\e/-L

2. s(r):ln(1+t)'

3. h(n) : (1 + ,)" où a € R*.

4. i(z) : sin(r).

5. i(z) : 6s51,;'

Exercice l-5

Déterminer, au voisinage de 0, les développements limitês des fonctions suivantes :

t. l@): cos(z)e" à I'ordre 4'

2. g(t) : ecos(") à l'ordre 3'
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3. h(r) : \Æ + 2i à I'ordre 4.

4. i,(r) - 1n(1 + e") à I'ordre 2.

5. i(") - (1 + r)* a i'ordre 2.

6. k(") - ln(2 + r) à I'ordre 3.

7. t(r) - (rn(r + r))2 à I'ordre 4.

8. m(r) - (cos(r;;sin(z) à I'ordre 4.

Exercice 16

Déterminer les limites suivantes :

1. rim ( " ,)".-' z-+To" \r - a2 /

(r+r)I )"
2. iim'

z-+0 f

/ \"'
3 tim l'.o. f 1) \ .- zJ*oo\ \"/)

4. lim r3sinft) -12.c--+*oo \f /

, r. et - cos(r) - r
.J. ffffr 

-- 

--' ;=o r-ln(l **)

e' - e-*
6 J*r"64

a ,. tn(t + sin(z)) - sin(In(l + r))
L lrrtr 

-

rJo 12 sin(r2)

8. lim
sin2(r) -zIn(l +*)

;iô eæ * cos(r) - sin(r) - 2
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