Mathématiques S3 2018
ALGEBRE LINEAIRE II EriTA

Algebre linéaire 11

(trois semaines)

(du lundi 19 novembre 2018 au vendredi 7 décembre 2018)

Exercice 1

-1 4 2
Soit A = 1 -1 -1
0 4 1
A est-elle diagonalisable dans .Z3(R)?

Si oui donner une base de vecteurs propres.

-1 -2 =2 1 -2 2 1 2 -2
Meémes questions avec B=| -3 -1 -3 |, C=]| -1 1 1 etD=1| 2 1 -2
3 2 4 -1 0 2 2 2 -3
Exercice 2
a —1 1
Soientae Ret A= 0 2 0
1 -1 a

A est-elle diagonalisable dans .#5(R) ?

Si oui donner une base de vecteurs propres.

-1 a+1 0 1 0 1
Mémes questions avec B = 1 a 1 et C = -1 2 1
3 —a—1 2 2—a a—2 a

N.B. : la diagonalisation dans les cas favorables n’est pas demandée pour B et C.

Exercice 3

1 a « 1 B B
Soient A=| -1 1 —1 |[eteB=]| -1 1 -1 | ou(a,B)ecR%
1 0 2 -1 0 2

Etudier la diagonalisabilité de A et B dans .#3(R).

Il n’est pas demandé d’exhiber une base de vecteurs propres dans les cas favorables.
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Exercice 4

Dans cet exercice, diagonalisable signifie diagonalisable dans .#,(R).

0 00 —d

1 0 0 —
Soient a, b, ¢, d des nombres réels et A . q) = 01 Z

0 01 —a

1. Montrer que le polynéme caractéristique de A, c.q) est

PAyyoay(X) = det(Apeay — XT) = X* 4+ aX3+bX%2+cX +d

2. Donner une matrice M € .#4(R) qui n’est pas diagonalisable.

3. Soit C'= A(g,—13,0,36)- Montrer que C est diagonalisable et la diagonaliser. On explicitera une base de
vecteurs propres.

4. Etudier la diagonalisabilité de A(0,0,0,d) selon les valeurs de d.
5. On suppose a # 0. Etudier la diagonalisabilité de A(4,0,0,0) selon les valeurs de a.
6. On suppose que a =c=0,b+# 0etd # 0.
a. Montrer que si b> — 4d < 0 alors A(0,p,0,4) n'est pas diagonalisable.
b. On suppose b? — 4d > 0.
i. Montrer que si d < 0 alors A 0,4) n'est pas diagonalisable.

ii. Donner une condition sur b et d pour que Ay q) soit diagonalisable.

c. Montrer que si b> — 4d = 0 alors A(0,,0,0) n'est pas diagonalisable en déterminant dim(EA) pour
une valeur propre A non nulle quelconque.

Exercice 5

Tp = Tp—1+ Zn—1
Soient (Zpn)neN, (Yn)nen €t (2n)nen trois suites réelles telles que <y, = yn—1 + 2p—1  avec g, Yo et zo fixés

Zn = 221
dans R.

Déterminer x,, y, et z, en fonction de n.

Exercice 6

Reésoudre le systéme d’équations différentielles suivant :
2/ (t) = 3x(t) — 2y(t) — 4z(t)
y'(t) = —2x(t) + 3y(t) + 2z(t)
2'(t) = 3x(t) — 3y(t) — 4z(t)
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Exercice 7
1. Montrer que tout polynéme de degré impair & coefficients réels admet au moins une racine réelle.
2. Soit A € M, (R) telle que A2+ A+1T=0 (%).
a. Soit A € Spg(A). Montrer que A2 + A+ 1 = 0.

b. Montrer qu'une matrice A € .#3(R) ne peut pas vérifier I’équation ().

Exercice 8

cN — N Yo =0
Soit f : (

avec )
Tn)neN > (Yn)neN Vn € N* vy, = x,_1

Montrer que Spe(f) = 0.

Exercice 9

Soient E un R-ev, f € Z(E) et P(X) =a, X"+ -+ a1 X + ap oit a; € R pour tout i € {0, ...,n}.

On note P(f) 'endomorphisme de E défini par P(f) = anf"+---+a1f +agid ot f' = fofo..of.
—

On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f) = 0. i fois

1. Montrer que YA € Spr(f), P(\) € Spr(P(f)).

2. En déduire que si P est un polynoéme annulateur de f alors Spr(f) C {A € R, P(\) =0}.

3. Soit p un projecteur i.e. p € Z(E) et p?> = p. Montrer que Spr(p) C {0,1}.

Exercice 10
Soient n € N* et A = (a;5) € #,(C).

1. Montrer que Spc(A) C UB(am Z]aijo ot B(a,r) ={z€C, |z—a|<r} avec (a,7) € CxRT.
i=1 J#
2. Montrer que (Vi e{l,---,n}, layl > Z\aijD — A € GL,(C).
J#i
Exercice 11

L’exercice suivant propose des applications du théoréme de Cayley-Hamilton qui dit que pour toute matrice
A€ M, (R), Po(A) = 0 c’est-a-dire que le polynome caractéristique de A est un polyndéme annulateur de A.

Soit A € #3(R) tel que Ps(X) = —(X — 1)%(X — 2) avec dim(FE;) = 1.

La matrice A n’est donc pas diagonalisable et pourtant, nous allons pouvoir calculer aisément A™ pour tout
n € N.

1. A est-elle inversible 7
2. Via le théoréme de Cayley-Hamilton, déterminer A~! en fonction de A2, A et I.

3. En effectuant la division euclidienne de X" par P4, déterminer A" en fonction de n, A%, A et I.
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