Mathématiques
SERIES NUMERIQUES

S3 2018
EpiTA

Séries numériques

(trois semaines)

(du lundi 24 septembre 2018 au vendredi 12 octobre 2018)

Exercice 1

n

1 1
Considérons la série E — et notons (Sy)nen+ la suite ( k>
n
k=1

1
1. Montrer que, pour tout n € N*, Sy, — S, > 5

1
2. En déduire la divergence de la série Z —-
n

Exercice 2

Soit (uy) une suite réelle positive et décroissante.

Notons (vn) = (2"ugn), (Sp) = <Z uk> et (T,,) = ( vk>.
k=0 0

1. Montrer que pour tout k € N,
1
§’Uk;+1 < 82k+1 - S2k < Vk

2. En déduire que

1
i(Tn—&—l - UO) < 52n+1 -5 <1,

3. En déduire que > u, et Y_ v, sont de méme nature.

4. Soit o € R.

1
Via le résultat de la question précédente, retrouver le résultat sur la série de Riemann Z —
n

Exercice 3

Etudier la nature des séries de terme général

n?+2n+1
1. up,=1In —
n* + 2n

2. up = (ln(n))_ﬁ

1 n
3. un:e—<1—|—>
n

4. u,=vVn3+n+1—vnd3+n—-1

2x4x---X2n
a (n!)?
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| [0}
6. up = (n7)l ot €R
n
n \" .
7. Up = mn ola€R
n a
2
n
(n)? , .
9. u, = (Qn)!a” ou a € RY
In(n)
10, wy = —

(ln(n))n
Exercice 4

On consideére la suite (uy)nen+ définie pour tout n € N* par

= In((n— 1)1) — <n - ) In(n) + n

1. Montrer que

1 1
Uptl — Up =1 — n-i—i In 1+ﬁ
2. Montrer que
1
Unbt =t 2 T 902

3. En déduire que (uy,) est convergente. On note ¢ sa limite.

4. Montrer que
nle”

n"\/n

Un

e
et en déduire que

n! ~ ene ™/n
—+00

Exercice 5

_1)n
Soient a € R% et > uy, oﬁun:ln<l—|—( ) )

n(l

en fonction de a.

_1)n
1. Déterminer la nature de Z ( a)
n

2. On a u, ~ (=D .

+oo  no

(="

nCL

Peut-on en conclure que _ u, est de méme nature que E ? Justifiez votre réponse.

, . (=) k 1
3. Déterminer k € R tel que u,, = o + % + 0 2 |-

4. En déduire la nature de ) u,, en fonction de a.
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Exercice 6

1. Soient N € N, (u,) et (v,) deux suites strictement positives telles que pour tout n > N,

Un+1 Un+1
<
Un (%)

Montrer que ) v, converge = > u,, converge.

U o 1
2. Soit (uy) une suite réelle strictement positive telle que Sl 1“4 <> ou o €R.
n n n

a. Soit (vy,) = (16> ou B eR.
n

1
Montrer que Untl _q é +o0 <>
n

Un n
b. On suppose que « > 1. Montrer que ) u,, converge.

N.B. : on pourra considérer 5 € R tel que 1 < 8 < « et utiliser la suite (v,) introduite dans la
question précédente.

c. On suppose o < 1. Montrer que > u,, diverge.

N.B. : on pourra considérer 8 € R tel que a < 8 < 1 et utiliser la suite (v,,) introduite dans la
question a.
2x4x---%X2n

3. Etudier la nature de 3 u, ot u, = T E X x (2n+1).

n x n!
4. Discuter suivant les valeurs de a € R de la nature de > u, oi u,, = .
(a+1)x---x(a+n)

Exercice 7

Le but de cet exercice est de donner la nature de la série de terme général

Un = (—1)"710‘(111 (Zji) >B

ot (o, B) € R? et n € N\{0,1}.

1. Montrer que

2. En déduire que

28 1
w2 (i oo (5))

3. Montrer que si 8 < «, la série Y u, diverge.

4. Etude du cas 8 > .
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a. Vérifier que

20 B2° 1
tn = (_1)nn/3—a tun avec vp = (_1)RW to < ) .

lon

. Montrer que ) v, est absolument convergente.

L. . 8
c. Montrer que la série de terme général w,, = (—1)”n§_a est convergente.

d. En déduire la nature de ) uy,.

Exercice 8

In(1 a
Soit (a, B) € R2. On considére la série > u, ol u, = n(;ﬁn)
n

1

converge ssi ((a@ > 1) ou (a=1et > 1)).
n®(In(n)) g ( )

1. Montrer que la série Z 3

N.B. : on distinguera les cas aw < 0 et o > 0. Pour ce dernier cas, on utilisera les résultats de ’exercice 2.

2. On suppose «a < 0. Déterminer un équivalent de In(1 4+ n®) en +o00. En déduire un équivalent de u,, en
+-00.
En déduire la nature de ) u,, dans ce cas.
3. On suppose o > 0. Montrer que In(1 + n®) o aln(n). En déduire un équivalent de u,, en +o0.
o0
En déduire la nature de ) u,, dans ce cas.

4. On suppose a = 0. Déterminer un équivalent de u,, au voisinage de +o0o. En déduire la nature de >_ uy,
dans ce cas.

5. Conclure sur la nature de ) u, en fonction de « et .

Exercice 9

On propose dans cet exercice de comparer les régles de Cauchy et de d’Alembert.

1. Démontrer le théoréme de Cesaro : soit (u,) une suite réelle convergeant vers ¢ € R. Alors

. . U
2. En déduire que si w1 — u, — £ € R alors — —— /.
n—-+oo n n—-+oo

3. En déduire (pour une suite (uy,) strictement positive) que

Un+1
S S lERL = Yu, —— 4
Un, n—-+oo n—-4o0o

4. Que pouvez-vous en conclure sur les régles de d’Alembert et Cauchy ?
9 Ugp = aPlbP
5. Soient (a,b) € (R%)” avec a # b et (uy) définie par
U2p+1 = aPtpP

Comparer sur cette suite les régles de d’Alembert et de Cauchy.
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Exercice 10
Soient (uy) et (v,) deux suites réelles telles que

e (uy,) est décroissante et converge vers 0.
n
e La suite (V) = (Z vk> est bornée.
k=0

1. Montrer que (u,) converge ssi » (u, — Upy1) converge.

2. Montrer que pour tout n € N,

n

> upvg = <Z(Uk - Uk+1)Vk> + Unt1Vn
k=0

k=0

3. En déduire que Y u,v, converge.

cos(nf)

n

4. Soit # € R\27Z. Déterminer la nature de Z
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