Mathématiques : S3 18/19
CONTROLE 1 - novembre 2018 EpriTA

Corrigé du controle 1

Exercice 1 (3 points)

1 il 1 3
— 2 _
1. un_n<1+_2_1+§_2+0<_5>) §+0(1)'

Donc lim u, = §
n—+oo 2

L (E) (o)
2. (1 + —) =e —¢ = 62/a+o(1)
an

1 2n
Donc lim <1+—) = e?/e,

n—+oo an

Exercice 2 (5,5 points)
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1. ne]/”—n:n(el/"—l) :n(1+5+o(—) —1) =1+o0(1).
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Ainsi lim nel/™ —n=1.
n—+co

Comme cette limite est non nulle, on en déduit immédiatement la divergence de la série Z (nel/ " n)

_(nh)®
2. Notons u, = 6”_)'
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Donc
e sia> 2 Untl +oo et la série Y u, diverge;
Un, n—+0o0
esig=2 = < 1 et la série Y u, converge;
= 4 S n ge;
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e sia<?2, ——— 0<1etlaseérie Zun converge.
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3. Soit v, = 2??
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Or 2V = el/VAR(®) —— 1 et a(n~1! = (D) —— 0 car a €]0,1],
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Donc /v, —++ +oo d’o1 Y v, diverge via la régle de Cauchy.
n—+00

4. Sia>1, Z(_la)

n

converge absolument donc converge.

(=n"

Si0 < a<1,lasuite < ) est alternée et vérifie le critére spécial car la suite (n“) est évidemment croissante

—1)»
Ainsi Z (=1) converge également dans ce cas.
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1
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Exercice 3 (6 points)
My < Up
Un—1 VUn—1
1. On a
UN+1 < UN+1
un UN

En multipliant membre & membre ces inégalités, on a

U, Up—1 UN41 < Un Un—1 UN+1

Un—1 Un-2 UN Un—1 Un—2 UN

.U U UnN
soit — < —= ou encore 0 < U, < — Vp.
uN UN UN

Donc si Y v, converge alors Y up, converge

B -8
n 1
2. a.U‘H:( " > :(1+—) :1—é+0<l>
Un, n+1 n n 7

b. Soit 3 € R tel que 1 < 8 < a. Alors, via la question précédente,

v U 1 o 1 o — 1
Undl | Untl 1_é+o(_>_1+_+o<_)= 5+0(_)
U, Unp, n n n n n n
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~ b >0
+00 n
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Donc il existe un rang N tel que pour tout n > N, — —— > 0 soit encore —— < .
Up Uy Un Un

Or 3 v, converge donc ) u, converge via la question 1.

= 1 =
c. Soit B € R tel que o < B < 1. Alors cette fois-ci, Couah _ UZ'H = p-a +0 (—) ~ Canl. > 0.
Un n n

s w v
Donc il existe un rang N tel que pour tout n > N, b et
n UTL

Or > v, diverge (8 < 1) donc ) u, diverge via la contraposée de la question 1.

3.
1+ 1 -1
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Uy, 2n+3 1+ B n 2n
Donc
- 1 3 1 3 1 1
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d’ott finalement ) )
Unt :1——+o(—)
Unp, 2 n
1
Ainsi, via la question 2.c., > u, diverge car 3 <1
4.

Up, nla+n+1) 1+ %1
d’ot par un développement limité

n 2 1 1 1 1 2 1
u=<1+—+—2><1—a+ +o<—>>= =L +—+o<—)
U, n o on n n n n n
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n  n? n

soit finalement

Donc, via les questions 2.b. et 2.c.,si a—1 > 1 i.e. a > 2 alors ) u, converge et si a —1 < 1i.e. a < 2 alors

>~ up, diverge.
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Exercice 4 (3 points)
=n" =" 1

1. u, = =

(na (1 R (_n_la)z) )1/2 no/2 ’ (1 . (—ni)”)l/z.

(=D (=Dm 1)y ()" 1 1
2. Up = na/z (1_ 2na +o0 .TF )_—_na/Z - 2’]’L3a/2+0 —ngO[/2 .

-1)" . . - L . . 1 .
3. E (=1) converge via le critére spécial des séries alternées car la suite (a—/2> est décroissante et tend vers 0.
n

no/2

1 1 1
omgaz T O\ n3arz | {5 onsarnt

Or la série de Riemann & termes positifs Z S3alt
n

1 1
Ainsi, la série Z (W +o (W)) converge ssi a > 2/3.

1 1
De méme pour la série Z <— IpBaT2 +o0 (nsa/2>>‘

Finalement Y u, converge ssi o > 2/3.

Exercice 5 (3 points)
o\ 1/3 1/2

Donc
1+ 4 1 3 +o0 L 5 + ! 5
n = —_— —_— - = - o —_ Yl — =
u n 3n? 2n? n2 6n n/) +o 6n

5
La série (de signe constant) Z ~on diverge donc > u, diverge également
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converge ssi 3a/2 > 1 c’est-a-dire « > 2/3.



