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Corrigé du contrôle 1

Exercice 1 (3 points)

/
r.,u,,:n,1, * 1 - * I *,(1)) : I +o(1)wn-'w 

\--"r- 
-in2 '"\rr))-,

Donc lim u^ : 1'n-++ c '2

/ 1\2, 
2ntn(r+#) z"(*+r(*))

2. (t.;) -e :e :2/aro(t)

D nc rim (r * a)'n - "',o,n-+*oo \ An /

Exercice 2 (5,5 points)

t.ne/n- .,:,n(e'/n-1) :,(r* !*o(*) -r) :1+o(1)

Air si lim n"r/n n : I.
n--+* o

Comme cette limite est non nulle, on en déduit immédiatement la divergence de Ia série D (""'t- - ")'
(nl)r"

2. Notons 11n": 

-(2n)t'

un*r_((n+t)!)',(2n)l_ (n*1)" ru no:l_o-2
lr- 

: 
çzn+z1l ^ {ru;" 

: 
(2n+r)(2n+4 ;; 4"'- 4'o

Donc

o si o , r,ff 
"-.J 

*oo et Ia série Du,- diverge;

o si a, - 2, 
un* 

1 a t et ia série D'un converge;
Un ??--++co +

o si a < 2, yÈL 0 < 1 et la série Du,- conver*e'
'Lln n--+læ

3. Soit ,n:'ff'
^r / -/4,n.lil- 

-! "rt - a(a-1)!

Or 2L/'/n : 
"r/lntnt2) ;*.") 

! s1 s@-t)t - "(n-L)!ln(a) ;**J 0 car o € ]0, 1[.

Donc \F; ;;;: *oo d'où Du,' diverge via Ia règle de Cauchy.

/- 1)tt
4. Si a ) !,D,+ converge absolument donc converge'

Si 0 < a ( 1, la suite (#) est alternée et vérifie Ie critère spécial car Ia suite (n") est évidemment croissante

"tl-+0.T Lo' n-+f co

Ainsi D,+ converge également dans ce cas.
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Exercice 3 (6 points)

En multipliant membre à membre ces inégalités, on a
un .un-I ....?1N+1 * 

un. .un-r ....ulr+t
Un-I Un-2 1./.y1 'Un-I Un-2 UltJ

soit 
u' 

= 
un' 

ou encore 0 l un ( 9 rrr'
UN U1,r Ulur

Donc si t?n converge alors Du"- converge

2. a. 
untr:( 

T -)u: (r*t)-'_r_ g*"(!\
't)n -\n+1/ -\ n/ n'"\n)

b. Soit É e IR tel que I < P < o. Alors, via Ia question précédente,

un*L _un*L : I_B 
/t\ d. /t\ R /t\

r,n ,tl- i* " (;) - '*;*'(;) 
: ï *'(;)

N o-o ro
*oo n

Donc il existe un rang l/ tel que pour tout n > N,, ?+ - 
un*L ) 0 soit encore 

untL a un*r 
'

un. un un un

Ot Du?x converge donc Du"- converge via la question 1.

c. SoitB€Rtelque a<B(l.Atorscettefois-ci, ry -?+:P .-o *rfl) ,- 0.-o ro.
'tln 'un n \n/ +"" n

Donc il existe un rang l,/ tel que pour tout n > N, ?l! u u?*' 
'

un un

Ot Dl'r, diverge (P < 1) donc Du.,. diverge via Ia contraposée de la question 1.

s3 18/19
Eprm

3

4

# :'# : #i*: (' . ;) (' * *)-'
Donc

#:(,.;) ('-*:,(*)) :' -****.(*)
d'où finalement

#-1-**'(;)
Ainsi, via la question 2.c., Du' diverge car 

L 
a,

# : ffffi:w: (, *T*#) ('. #)-'
d'où par un développement limité

un*r:(r*? 1\ / a*1 /1\\ a|-r , ,f1)1Ln \ -L'pl(t-;*'(;/):t- 
" 

+;+'\;)

soit finalement
ltrn*\ - a-I /1\
;-1- " 

*'(;/

Donc,viaiesquestions2.b.et2.c.,sia_ I>1i.e.a)2alors!?/?xconvergeetsia-1<1i.e.a<2alors

Du,, diverge.
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Exerci ce 4 (3 points)

L. un: (-t)' 
. ,= : (--t): t 

, ,_.r' url - 
('" (t * Ç+) )''' 

- na/2 
'-:)^)'''

2 un : #(, - #-', (#) ) : # - #*. " (#,)
a | # converge via le critère spécial des séries alternées car la / 1 \

suite 
\Ae ) 

est décroissante et tend vers 0'

t / 1_\ ru 1

,"2"P-o\rz.,tz);;2#;tr

Or Ia série de Riemann à termes positifs D#æ converge ssi3af2> 1c'est-à-dire a>213.

Ainsi, ra série D(#* . " (#)) ."*.rge ssi a > 213.

De même pour ra série t (- #**, (#))
Finalement Du,. converge ssi o > 213.

Exercice 5 (3 points)

11,.:(",, + 2n)t/z - (n, 1-s1r/z:"((r.#) 
t/3 

-(t. #)''')
Donc

Ln-_,(,* #-,-#.,(#) ):-**,(;) Ë-*
La série (de signe constant) t -fr aiu.rse donc Dr,- diverge également
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