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Corrigé du controle

Exercice 1 (4 points)

: it :
1. La fonction t — —%— est continue sur |0, 1].

1 1
Au voisinage de 0, /1 +t—1=1+ §t+o(t) -1 ~ Et

vVi+t—-1 1
dOIlC —-+— ~N—_— > 0.
t3 0 2t2

dt diverge.

1 1

dt Vi+t—1

Or / ) diverge donc / %ﬁ
0 0

—t
e o
2. La fonction ¢t — T est continue et positive sur R.

1+t
el cm 1
t?—— —0d =ol| =]
1+1t2 t—+oo ont Ty 0(152)
" poo t too -t +oo -t
Or / — converge donc / —— dt converge d’ou / —— dt converge.
, 2 5 Ry 0o 1+e
3. La fonction t — L t conti t positive sur |0, +oo[
. La fonction —————— est continue et positive sur |0, +ool.
(1+2)Vt p
1 1

eV T

1 1
dt 1
Or / — converge donc / ————— dt converge.
0o Vit . o (L+t2)vt

D’autre part : - —1
T , ~ = )
- (L +t2)V/E +oo 124/t 15/2

el 1 1
Or / —-= converge donc / ——— dt converge.
e g 1 A+t :

+oo 1
Ainsi / -————— dt converge.
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Exercice 2 (3 points)
1. La fonction t — L est continue et positive sur [0, +o0]
: 10n —_— N .
A+ 2)(1 + ) .

1 1

On 2 T Te) 4o o2

e s dt
Or / E:-iz_; converge (n € N) donc /
5 2

e e COTIVETZes
L @A)+ 8

Ainsi I converge.
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2. Via le changement de variable indiqué, on a

e /0 1 —du
poo (L4 37) (1 ) W2
/+oo w2 @.
o (T+u(l+un) u?
+o00 n
/ ok el S e
o ([1+u){d+un)
/+°° 1+u™ —1
= B M e o
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= [arctan(u)]

L
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Dot I = —-
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Exercice 3 (4 points)

| Insin(z)) _ (”r;(—@@ desiic (—I;@> Sy

In(z) In(z) In(z) z—0

Donc In(sin(z)) 24 In(z).

z
2. Via la premiére question In (sin(z)) ~ In(z) or In(z)dz converge. En effet
0 0 2

: i Ao E (T T T ("
/thl(x)d:z:~[xln(x) ] —2111(2) 5 tln(t)+tm>21n(2)—

bl 2

Ainsi I converge.

] Vit
D’autre part via le changement de variable z = i dans I, on a

I:/:)ln (sin(%—u))(—du):J

3. Via le changement de variable v = 2z, on a

/2 In (sin(2z))dz = %/OW In (sin(w))du

0

™ T .
= = ( / ‘In (sin(u))du + / In ( cos(t))dt) via le changement de variable u = ¢ + %
0 0
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4. On a

= /o% In (sin(2z))dz

bl / k= (2sin(z) cos(z))da
0

/oiln(Z)dx“F/Ogln(Sin(x))dx+/O%In(cos(z))dx

[

[

gm(z) Sy
Ainsi J =1 = -g In(2).

Exercice 4 (3,5 points)

Appliquons la méthode de Gram-Schmidt.
Py =1.

P=X+4+aPy=X +aoua € R vérifie <P0 ; P1> = 0 c’est-a-dire <1 , X + a> = 0 soit via la linéarité & droite :

(1,X)
(1,1)

a— —

il

eni(E X / z(1 — z%)dz = 0 car z > z(1 — 2?) est impaire. Donc a = 0. Ainsi P; = X.
=

Py =X?4+bPy+cPi=X%24+b+cX ou (b,c) € R? vérifie

{ (Py,P3) =0

<P1,P2>=0

c’est-a-dire
{ (1,X2+b+cX)=0

<X,X2+b+cX>:0
soit finalement comme <1,X> = <X,1> —0

18 (1,X?)
o B
)
SER e PN

1
On (X, X2) = / z3(1 — 2%) dz = 0 car z — 23(1 — z2) est impaire. Donc ¢ = 0.
&

D’autre part

1,X%) = 12(1 2d—‘)/1(2—4)d & e
{1, >"/_1x e et e e o e

et : 1 : 1 4
<1,1>=/ (l—xZ)dx:Z/ (l—z‘)dng(l__>:_
=1 0 3 3
d’oﬁb:—%-
e ik L
Ainsi P, = X* — =
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Exercice 5 (3 points)

1. Soient (z,y,2) € E3 et A € R.
<f(Ax+y)— (Mf(z)+f(v) Z> =(fQz+y),2) - (Af@)+f(y),2) = ~(Az+y, f(2)) = Mf(=z),2)— (f(y), ).
Donc (f(A+4) — (M (@) + £()) ,2) = ~Mz, £(2)) - (v, £(2)) + Az, £(2)) + (. f(2)) = 0.

2. Montrons que (7) = (i1).
Supposons que pour tout (z,y) € E?, (f(z), U= —(z,f(y)).
Soit z € E. Alors en particulier, (f(z),z) = —(z, f(z)) = —(f(z),z) donc (fle) )= 0.
Montrons la linéarité de f.
Soient (z,y) € E? et A € R.
Via la question précédente, pour tout z € F, <f(/\x +y) — ()\f(x) + f(y)) ,z> =0.

Donc f(Az +y) — (Mf(z) + f(y)) € E*.
Or B+ = {0} donc f(Az +y) = Af(z) + f(y) et f est donc linéaire.

Montrons que (i) = (i).
Supposons f € Z(E) et pour tout z € E, (f(z),z) = 0.

Soit (z,y) € B2 Alors (f(z +y), +y) = 0 donc (f(z) + f(y) ,z +y) = 0.
Ainsi (f(z),z) + (f(z),y) + (f(v),2) + (f(y),y) = 0.

Or (f(z),z) = (f(y),y) = 0 donc (f(z),y) = —(z, f(v)).

Exercice 6 (3 points)

1. Via le changement de variable 1 = —f/? on at=+/2u donc dt = v2du.
Ainsi /+°° dt = ik __\/idu — ﬁ /+OQ du i @[arctan(u)J+oo = V2 x £k
0. P2 o 20292 2 ), ITiwt. 2 b 2y CoK T

p . /+°° dt . /+°° de T
ar parité, =2 e S, e el
P Bt t2 + 2 0 t2 + 2 \/5

1 1
2. Via le changement de variable u = ¢ — v du = (1 + t_2> dt.

2+1 241

0 et | :
i e £2 ( 1>2
+2

o0 d
DoncI:/ 2u :
oo UEH2

Ainsi, via la question précédente, I =

SE



