Mathématiques S4 2019
INTEGRALES GENERALISEES ErPITA

Intégrales généralisées

(deuz semaines)

(du lundi 14 janvier 2019 au vendredi 25 janvier 2019)

Exercices de révision

1. Déterminer, sans intégration par parties ni changement de variables les intégrales suivantes :
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2. Via une intégration par parties, déterminer 5 dz et In(z + V22 + l)d:c.
1 4 J0o
¢ dt
3. Via le changement de variable u = In(t), déterminer / - B T
1 t(1+1n%(t))
4. Viale ch t de variabl V7, détermi /1 e =1
. Via le changemen variable u = +/z, déterminer

Exercice 1

Déterminer la nature des intégrales suivantes ou (o, 8) € R? :
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Exercice 2

T dt
Soit 'intégrale impropre / ( - = ou a € R.
0 e

e

booat
1. Déterminer la nature de / ———— en fonction de a.
| o @)

ERCS)
2. Déterminer la nature de / e~ dt en fonction de a.
1

too dt
3. En déduire la nature de / (t— en fonction de a.
1 e

= 1)‘1

oo d
4. Conclure quant a la nature de / ————— en fonction de a.
o @-1)

Exercice 3

1
1. Montrer que 'intégrale / In(z) dz est convergente.
0

1
1
2. En déduire la nature de l'intégrale / n(a:)2 dz.
0 1 +x

3. Soit o €]0,1[. Montrer par un changement de variable que

! In(z) o In(z)
de = — | * 22 4q,
_/a 1+a2 " /1 1+ a? i

En dédui Vintégrale /+°° @), 5 e
e que l'inté co e.
n uire qu gr . T2 T converg
+o0 1
4. Calculer / n(x)z dz.
0 1+CD

Exercice 4

—+o0 2
Notons I = / li(%j—” dt.
0

In(1 + t2)

1. a. Pour quelles valeurs de a € R a-t-on 72

1
=0 (t_o‘> quand t —» 407
b. Montrer que I converge.

“ln(1 + ¢
2. Notons pour tout € € RY et tout z € RY, Fe(z) = / i(l—)dt.

e t2
a. Soit (g,z) € (]Rj_)2. ‘Calculer F.(z) via une intégration par parties en fonction de z et €.

2 In(1 + t?)

2 dt en fonction de z.

b. En déduire pour tout z € R%, /
0

c. En déduire la valeur de I.
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Exercice 5

“+00 -1
Soient I'(a) = / e 1t 1dt et B(z,y) = / 711 - )V 1dt o (a,2,y) € R3.
JO 0

1. Etudier la nature de I'(a) en fonction de a.

2. Former une relation de récurrence entre I'(a) et T'(a + 1).
3. En déduire I'(n) pour n € N*.

4. Etudier la nature de 3(z,y) en fonction de z et y.

5. Montrer que 3(z,y) = 8y, z).

Exercice 6

1 +00
Soient (n,p) € N2, I, , = / 2" lnP(z)dz et Jpp = / e ™MtPdt.
0 0

1. Déterminer la nature des intégrales I, , en fonction de n et p.

2. Via une intégration par parties, déterminer I, en fonction de I, p_1.

3. En déduire, pour tout (n,p) € N2, I, , en fonction de n et p.

4. Déterminer la nature de Jyp puis des intégrales Jp, en fonction de n et p.

5. Via le changement de variable ¢ = — In(z), déterminer I, , en fonction de Jpy1p.

Exercice 7

s

Considérons I = /2 In(sin(z))dz et J = /2 In(cos(z))dz.
0 0

1. Montrer (rigoureusement) que In (sin(z)) I~ In(z).

2. Montrer que I converge et, via le changement de variable u = g —z,que I =J.
2
3. Montrer, via le changement de variable u = 2z, que I = / ln(sin(Zac))dx.
0

4. Via la relation sin(2z) = 2sin(z) cos(x), en déduire la valeur de I.

Exercice 8

. sin(x
1. Soit f(z) = (3 ).
T2
- +m
a. Etudier la nature de f(z)dz.
1
: ap . 0 cos(x)
b. Montrer, via une intégration par parties, que " dz converge.
1 T

. N 2 cos(2z)
c. Par une démarche similaire, montrer que —_—
1 T

dx est convergente.
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+o0 2
2. Quelle est la nature de / ES—I@ dz?
l ’

cos(z)

3. Posons g(x) = = o T cos(z)  cos’(z)

N %

+o0
a. Quelle est la nature de / h(z)dz?
1

b. Montrer que g(z) ~ h(z).

T—+00
+o0 +o0
C. / g(z)dz et / h(z) dz sont-elles de méme nature?
1 1

Expliquer pourquoi le critére de comparaison ne s’applique pas.

Exercice 9

Yool dx
Le but de l'exercice est de calculer 'intégrale I = / —3
0 (1 +zx )
1. Montrer que I est une intégrale impropre convergente.

.’172

+00 r-
2. Via une intégration par parties, montrer que / ——dr =~
o (1+2?) 4

3. En déduire la valeur de I.

4. Retrouver la valeur de I via le changement de variable u = 1/z.

Exercice 10

+o0
Soient a € R et f continue sur [a, +0o] telle que / f(z) dz converge.

a

Le but de cet exercice est de montrer que 'on n’a pas nécessairement Em f =0 et f bornée au voisinage de
(o]

+00.
1. Montrer que si lim f existe, alors lim f = 0.
+o0 +00
00 ‘
2. Via le changement de variable u = x?, puis une intégration par parties, montrer que / cos (3:2) dz
converge. 1

+o00
3. Via le changement de variable u = z3, puis une intégration par parties, montrer que / I CoS (wB) dz
1

converge.
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