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Exercice 1

Soient n € N* et E: {P € R"lxl, P(0) :P(1) :0}. O" considère I'application Q: ExE ---+ IR définie

pour tour (P,Q) e E2 par 
tl

Ae,q: - Jo le\"\Q"t'.) + Ptt(r)Q(r)]dr

1. Montrer que -E est un IR-ev et préciser sa dimension.

2. Montrer que { est un produit scalaire sur .8.

Exercice 2

Soient (E, (, ) ) un espace euclidien et ]l.ll la norme associée à (, ).

1. Montrer que

V(z,s) e E2:1+ r * yl2 ( z(r + tlril') (r + llull')

2' Montrer que 
rr 1 t ,, 1

v(r,a) e E, : 
]l krx Wol: t,l llrl.t" a|

3. Soit z e 3(E). Pour (z,g) € 82, on pose

ô(",y): (u(r),u(y)l

Donner une condition nécessaire et sufisante sur u pour que @ soit un produit scalaire sur -8.

Exercice 3

On considère ,E : C (10, 1]) l'ensemble des fonctions à valeurs réelles continues sur [0, 1] et pour tout z e [0, 1] :

g' 
" 

E x E -+ IR définie pa'r 
ë,(r,s) : [" r(r)n@a,

Jo

1. Montrer que pour ioui a e [0, 1], d" est bilinéaire symétrique positive. Montrer que d1 est un produit

scalaire sur E.

2. Soit I e E de classe Cr telle que /(0) :0

a, Montrer, via l'inégalité de Cauchy-Schwa.rz, que pour iout o € [0, 1], l'(r) < r [t $'(r))'Ur.
Jo

tl fl
b. En déduire qt:'e z I 72çlat < I V\)'dtJo Jo
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Exerci ce 4

Considérons I'application p: %n(R) t .,//"(R) -+ R. définie par p(A,B):tr(AtB).

1. Montrer que p est un produit scalaire.

2. Soit ,4. -- (o,ti) e ./iln(R). Montrer que

Exercice 5

Soient (n,(, )) euclidien et f e Y@) O. dit que / est une isométrie si Vr € E,llf t"lll : ll"ll

1. Soient r et y deux vecteurs de E. Montrer que

@,a): i(,, r + vll' - ll ,ll2 - llull')

2. Montrer que si / est une isométrie alors / est bijectif.

3. Montrer que

/ esr une isométrie 1e g(2, ù € E', (f @) , f @)) : \, ,a) .

/ une isométrie telle que f' : -zd. Montrer que pour tout r dans E, T (r) est orthogonal à r.

/ une isométrie telle que pour tout r dans E, T @) est orthogonal à r.

Soit r e E.Développ.r (/(") + r, f2(") + f@) et en déduire que (r, T'@)) : -ll"ll'

Soit r e E. En cléveloppant lltt@+"112, tnontrer que T2: -id.

ir,"r,
z:7 j:I

4. Soit

5. Soit

a.

b.

6. Soit / un endomorphisme de -E vérifiant T2 : -id et tel que pour tout z da.ns .8, /(z) est orihogonal

à r.

Soit r € .8. En développant (l@) + r.,12(r) + l(z)) (après avoir rema.rqué que ce produit scalaire est

nul), montrer que / est une isométrie.

Exercice 6

Soient (.E, (, )) un espace euclidien et J : E -+ .E une application.

1. Supposons que I vérifie.V(r, y) e E2 : (T@,al: -k,l(u)) Montrer que

v(r,y,z)€ E3,v) €n, (/{tr+u) - (rl(") + t@),") :0

2. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Y(*,ù e E2 , (r@) ,y) : -(r, T@)

(li) f e -s(E) et vr e E (t@, z) : o

On di,t que f est antisymétrique si f uérifie (i') ou (ii)
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3. Supposons / € Y(E) antisymétrique.

a. Montrer que Ker(/) -L Im(/)

b. Notons s - T o f .

Montrer que s est symétrique c'est-à-dire montrer que pour tout (r, 'y) € E',

(r(") ,a) : (" ,'(s))

et que Sp(r) C R- où Sp(s) désigne I'ensemble des valeurs propres réelles de s.

Exercice 7

Soient (n, (, ) ) ,tr espace euclidien et p Ia projection d'image F de noyau G. Montrer que

G : FL e V(r, ù e E' , (n@) ,a) : (" ,p(ù)

Exercice 8

Soit ,O I'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni du produit scalaire

ff ,g): [' t(ùn(t) dt
Jo

SoitF'_ {rÇ8,/(o) :o}

1. Montrer que -F.r - {0}.

2. En déduire Frr.

Bxercice I
Soient -E : lR3 muni du produit scalaire canonique et p : {(r,a,z) e R3,r l a - z- 0},

Déterminer Ie projeté orthogonal Ps de z: (1,1,0) sur F.

Exercice 10

Soit E - lRz [X] muni du produit scalaire

Soient F:1R1[X] et P:X2

1. À partir de Ia base canonique de -E, construire via la méthode de Gram-Schmidt une base orthogonale

de E.

2. Calculer Ie projeté orthogonal P6 de P sur F.

11

3. En déduire Min - / (r2 - ax - b)2d.x
(o,b)elR'z;l-1 '

<P ,Q> : l:,PQ)Q(t)dt
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Exercice 11

Soit E : R2[X]. On défrnit ]'application (, ) : ,O x .E -+ IR par

f+oo(P,A): I P@)Q@)e-'at
Jo

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur E.

2. Posons pour tout n € N, 1," : [** ,^ "-'ar. 
Déterminer 4] pour tout n € N

Jo

3. À partir de Ia base canonique de .8, construire, via la méthode de Gram-Schmidt, une base orthogonale

de E.

4. Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur IR1[X].

.+oô
5. Déterminer Min . / (x,2 - ax - b)2 e-'dæ

(a,6)elR2 
"/o
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