
Mathématiques
Sutrps ET sÉRrES DE FoNCTIoNS

s4 20t9
Eprre

Suites et séries de fonctions
(sir semaines)

(du lundi 18 féurier 2019 au uendredi 12 auril 2019)

Exercice 1

Étudier la convergence (simple et uniforme) des suites de fonctions suivantes :

1. ï*(*) - ""!1") (z e R)
n

2. f .@) : ---:- (r e R+).' n(Itr") \

3. f,@): .'fr u (z e R)./rq, I*nrz

4. f"(") - tre-n* (r e R+).

5. r*@)- ,"1(1')u (z e R).
L + n'r'

6. T,@):h, (re R).

7' f,(*): r"# (z e IR+).

8. f*@) : Tùr2e-n' (r e R'+)'

9. T"@) - ntrn(l - ") (z e [0, 1]).

Exercice 2

Soit (/") la suite de fonctions défi.nie sur 10,2] par

f ̂ (r'\ : 
*n

n\tu) - L+rn

1. Étudier la convergence simple d. (/") sur [0,2].

2. Étudie. Ia convergence uniforme d. (/") sur [0,2].

Exercice 3

1. Montrer que (/') la suite de fonctions définie sur 10, 1] par
tn,e * +r'

f"@): na 7

converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction / à déterminer.

2. En déduire Ia limite de Ia suite (u") définie par

1I
rtrn: I f"(z) dr

Jo
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Exerci ce 4

Soit (/") la suite de fonctions définie sur [-1,1] par

T,@): sin(nr1"-nn2 +

Montrer que (/") converge simplement sur [-1,1] vers une

Montrer que pour tout o > 0, (/") converge uniformément

Montrer que (/") ne converge pas uniformément vers / sur

1.

2.

DJ.

fonction /

vers / sur

10, 11.

à déterminer.

[o, 1].

Exercice 5

Soit (/") Ia suite de fonctions définie sur 10, 1] par

T"@): nrlL

Montrer que (/r) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction / à déterminer.

Montrer que pour tout a €]0, 1[, (/") converge uniformément vers / sur [4, 1].

Étndier ia convergence uniforme d. (/") sur 10, 1].

Exercice 6

Soit (/r)neN* Ia suite de fonctions définie sur JR1 par

r,@) - 
tï,*'ril'

L -1- J)

Montrer que (/r) converge simplement vers une fonction / à déterminer sur IR*.

Montrer que (/r) converge uniformément vers / sur R*.

|{.8. : pour r} r, utiliser la majorarron # 
" 

=r, 
- rpour f @) - Tr@);

lo,o +

pour r e f0, 1[, utiliser Ia majoration "'# -u? " 
r2"(r -r) pour f @) - f^@).avrvrr 

I+r2n 
\ I-r2n

Exercice 7

Pour tout entier naturel non nul n, on définit les fonctions ,f", : lR+ ---+ R. et gn: R+ ---+ JR. par

f*U):f-*ets,"(l) :6rt

Montrer que (/") et (gr) convergent simplement sur lR+.

Montrer que (/r) ne converge pas uniformément sur lR* et que (gr,) converge uniformément sur IR*

1.

2.

3.

1.

2.

1.

2.
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3. Pour n € N*, on défi.nit sur R+ Ies fonctions Fn et Gn pat

îr fx:
F,(r) : I f"(t) dt et Gn(r) - I g"(t) at

Jo Jo

a, Montrer que Fr, (r) : 
" 

f" (f . i)
b. En déduire que (fl") converge simplement sur lR*.

La convergence est-etle uniforme ? / T"(t) dt est-elle convergente ?

lo

c. Montrer que (G") converge simplement sur IR* mais que la convergence n'est pas uniforme.
f *oo

I g"(t) dt est-elle convergente ?
Ja

4. A-t-on les égalités suivantes pour tout z € iR+ :

Iim Fn(r) - [" hm T,Q) dt ?
??-++oo J o rù--++oo

lim Gn(r) - [" hm s*(t) dt ?
rù--++oo .l o rÙ-++cc

Exercice 8

Soit (/,,),6x1- la suite de fonctions définie sur [0,1] par

ln(î) : (-r)" 
n:-

1. Etudier la convergence simple de D l" sur I0, 1].

2. Étudier la convergence uniforme de ! /" sur [0, t].

3. Étudier la convergence absolue de ! /" sur [0,1].

Exercice 9

Soit (/")..s- la suite de fonctions définie sur IR par

1

r"@) ftr

1. Étudier la convergence simple et absolue de | /" sur JR

2. Montrer qoe D.f, tre converge pas uniformément sur ]1, +oo['

N.B. ; on pourra utiliser pour tout / €11,+oo[ la minoration I , [o*' $ uûrl a" montrer que lak, - Jk

suite des restes (.Rr,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur ]1' *oo[.
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Exercice 10

Soit (/") Ia suite de fonctions définie sur IR pa,r

J"@) -_ ne'""

1. Ét,ldiet J.a convergence simple de D l' sur IR.

2. Montrer que pour tout a > 0, )] /,, converge uniformément sur [a, *oo[.

3. ! /r, converge-t-elle uniformément sur i0, +oo[? sur ]0, +oo[?

Exercice 11

Soit la suite de fonctions (/",)"r6s. définie sn, IR+ pa.r

(-l)'r
.f^(x)

1. Étudier la convergence simple de D "f* sur lR.+.

2. Étudier la convergence uniforme de ! /," sur 1R+.

3. Montrer que D /,, ne converge pas normalement sur )R+.

Exercice 12

Soit (/") la suite de fonctions défrnie sur IR+ par

in(r) : '"-"'""

1. Étudier la convergence simple de ! l* sur IR+.

2. Étudier la convergence normale de D l' sur IR+.
2n

3. Montrer, en minorant.R,,(z) pour tout o € lR+ par | "fo("), O"" D f,, ne converge pas uniformément
&:n*1

surlK'.

Exercice 13

Soit (/") la suite de fonctions dêfinie sur IR+ par

'' a-- f-lz): - 
x:

rn\_) _ n(I_n#)

1. Étudier la convergence simple de D/, sur lR.+.

2. Étudier la convergence normale de D /", sur IR.

3. Étudier la convergence uniforme de ! /r, sru IR+.
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Exercice L4

Soit (/") Ia suite de fonctions défi.nie sur IR par

r_1\n
T.@)-+e-rt/n

1. Étndiet la convergence simple a. (l/"1) sur n+.

2. Étrrdiet Ia convergence uniforme a. (l/"1) sur n+

3. Étudier Ia convergence absolue du D /r, sur R+.

4. Étudier la convergence simple d. D /r, sur R+.

5. Étudier la convergence normale d" D /,, sur tout intervalle [o,, *oo[ où a > 0.

6. Étndiet la convergence normale d. D /r, sur R+ et sur JR'f .

7. Étudier ia convergence uniforme d. D /r, sur IR+.

Exercice 15

1. Soit (/r)n€N* Ia suite de fonctions définie pour tout r € 1R'+ par

T,@) - 
*"-:"

a. Étudier Ia convergence simple d" (/") sur lR*'

b. Étudier la convergence uniforme d. (/") sur R'*'

c. Étudier Ia convergence simple d. D /r, sur lR.+.

d. Étudiet Ia convergence normale d" D /r, sur R'+.

2. Soient a € IR. et (fàneN* la suite de fonctions définie pour tout z € lR+ par

T"@) - nore-n'

a. Étudier la convergence simple d. (/r) en fonction de a sur R*.

b. Étudiet Ia convergence uniforme d. (/") en fonction de a sur lR*.

c. Étudier la convergence simple d. D {nen fonction de o sur R*.

d. Étudier la convergence normale d. D {nen fonction de a sur lR*.

Exercice 16

Soit /, la fonction2tr-pêriodique définie par T@) - lrl sur l-n,,nl'

1. Donner ia série de Fourier de /.
t= r Iîr

2. En déduir" LT2D + Iy et L n2'
?:0\' ' n:I

tîr
3. Carcurer >-i
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Exerci ce 2L

( o siz€[-^,01
Soit /, la fonction2r-périodique définie par /(r) : {

t r sire [0,t[

1. Déterminer Ia série de Fourier de /.
*oo -,, *-

2. Endéduir.! *|*o"t'E;
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