Mathématiques S4 2019
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS EpriTA

Suites et séries de fonctions

(siz semaines)

(du lundi 18 février 2019 au vendredi 12 avril 2019)

Exercice 1

Etudier la convergence (simple et uniforme) des suites de fonctions suivantes :

1. fu(z) = Si“:”) (z €R).
9. fulz) = n(T—T—a:_") (x € RY).
3. fulz) = 1”;”’;2 (z € R).

4. fo(x) =ze™™ (z € RT).

6. folz)=

(z € R).

R).
2+ n (z€R)

7. fo(z) = e’ (x € RT).
8. fu(z) = nz?e ™ (z € RT).

9. fo(z) =nz"(1-z) (z€[0,1]).

Exercice 2

Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0, 2] par

1. Etudier la convergence simple de (f,) sur [0,2].

2. Etudier la convergence uniforme de (fy) sur [0,2].

Exercice 3

1. Montrer que (f,,) la suite de fonctions définie sur [0,1] par
ne=% + z*
n+z

fn(z) =
converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f a déterminer.

2. En déduire la limite de la suite (un) définie par

1
un:/o fn(z)dx
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Exercice 4

Soit (fn) la suite de fonctions définie sur [-1, 1] par

Folz) = sin(nz)e ™™ + /1 — 22

1. Montrer que (fy) converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction f & déterminer.
2. Montrer que pour tout a > 0, (f,) converge uniformément vers f sur [a, 1].

3. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers f sur [0,1].

Exercice 5

Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

nx

fn(z) = nr + 1

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f a déterminer.
2. Montrer que pour tout a €]0,1[, (f») converge uniformément vers f sur [a, 1].

3. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [0,1].

Exercice 6

Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définie sur R par
falz) = 1 F gon

1. Montrer que (f,) converge simplement vers une fonction f & déterminer sur RT.

2. Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur R,

z—1 z—1
1 S pour f(z) — fn(z);

t(1-z)  z*™(1-1)
<
14 220 1—g2n

N.B. : pour = > 1, utiliser la majoration

pour f(z) — fa(z).

pour z € [0, 1], utiliser la majoration

Exercice 7

Pour tout entier naturel non nul 7, on définit les fonctions f, : R* — R et g, : RY — R par

g e
(n+1)?

fat) = nT—:—t et gn(t) =

1. Montrer que (f,) et (gn) convergent simplement sur R*.
2. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur R* et que (gn) converge uniformément sur Rt.
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3. Pour n € N*, on définit sur R les fonctions F;, et G, par
F(z) = / £o(t) dt et Gn(z) = / on(t) dt
0 0

a. Montrer que Fp(z) =nln <1 + %)

b. En déduire que (F},) converge simplement sur R*.

“+o0
La convergence est-elle uniforme ? / fn(t) dt est-elle convergente ?
0

c. Montrer que (G,) converge simplement sur R™ mais que la convergence n’est pas uniforme.

+0c0
/ gn(t) dt est-elle convergente ?
0

4. A-t-on les égalités suivantes pour tout z € R¥ :
x
. _ . =
dm A = [ (0

lim Gn(z) = / lim gn(t)dt ?
0

n—+o0o n—+o00

Exercice 8

Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

fnlz) = (-1)"

"
n

1. Etudier la convergence simple de ) fn sur [0,1].
2. Etudier la convergence uniforme de Y, fn sur [0, 1].

3. Etudier la convergence absolue de Y f,, sur [0, 1].

Exercice 9

Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définie sur R par
1
falz) = n

1. Etudier la convergence simple et absolue de > fy sur R.

2. Montrer que Y f, ne converge pas uniformément sur |1, +ool.
k+1 dt
N.B. : on pourra utiliser pour tout z €]1,+oo[ la minoration = > / = afin de montrer que la
k

suite des restes (R,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur |1, +o0].
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Exercice 10

Soit (fn) la suite de fonctions définie sur R par

fn(z) =ne™™

1. Etudier la convergence simple de Y f, sur R.
2. Montrer que pour tout a > 0, >_ f, converge uniformément sur [a, +00|[.

3. Y fn converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[? sur |0, 4+o00[?

Exercice 11

Soit la suite de fonctions (f)nen+ définie sur RT par

="

n+T

fa(z) =

1. Etudier la convergence simple de _ f, sur R™.
2. Etudier la convergence uniforme de Y f,, sur R*.

3. Montrer que > f, ne converge pas normalement sur RT.

Exercice 12

Soit (fn) la suite de fonctions définie sur R par

fel(zl = ge T

1. Etudier la convergence simple de ) f, sur RT.

2. Etudier la convergence normale de Y f,, sur Rt.

2n
3. Montrer, en minorant R, (z) pour tout z € R, par Z fx(z), que >_ fr, ne converge pas uniformément
k=n+1
sur RT.
Exercice 13
Soit (fn) la suite de fonctions définie sur R par
I i
T2 - )= ——
fn(z) n(1l 4 nz?)

1. Etudier la convergence simple de Y f, sur RT.
2. Etudier la convergence normale de Y f,, sur RT.

3. Etudier la convergence uniforme de Y f,, sur RT.

Auteur : Olivier Rodot
Scadné par Hyperion
annales.hyperion.tf



Mathématiques S4 2019
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS EriTA

Exercice 14

Soit (fy) la suite de fonctions définie sur R par

1. Etudier la convergence simple de (| fn‘) sur RT.

Etudier la convergence uniforme de (\ fnl) sur RT.

Etudier la convergence absolue de Y f,, sur R™.

Etudier la convergence simple de Y f, sur RT.

Etudier la convergence normale de Y f, sur tout intervalle [a, 400 ot a > 0.

Etudier la convergence normale de X f, sur R et sur R%.

N o o e W

Etudier la convergence uniforme de Y f, sur R¥.

Exercice 15

1. Soit (fn)nen~ la suite de fonctions définie pour tout z € R par

me—na:

fu(z) =

a. Etudier la convergence simple de (f,) sur R*.

n2

b. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R™.
c. Etudier la convergence simple de > f, sur R™.
d. Etudier la convergence normale de 3 f,, sur RT.
2. Soient a € R et (fn)nen+ la suite de fonctions définie pour tout = € R par
fn(z) = nze™™
a. Etudier la convergence simple de (f,,) en fonction de a sur R*.
b. Etudier la convergence uniforme de (f,) en fonction de a sur RT.

c. Etudier la convergence simple de Y f, en fonction de a sur RY.

d. Etudier la convergence normale de Y f, en fonction de a sur RY.

Exercice 16
Soit f, la fonction 27-périodique définie par f(z) = |z| sur [-7, 7).

1. Donner la série de Fourier de f.

+00 1 +00 1
2. En déduire Z—E et Z—z
p=0 (2p + 1) n:ln
+o0 1
3. Calculer Zﬁ
n=1
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Exercice 21

0 size|-m0|
Soit f, la fonction 2m-périodique définie par f(z) =
z siz€[0,7]

1. Déterminer la série de Fourier de f.

+o0 1 400 1
2. En déduire —————— puis —-
2 T L
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