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1 Expérience aléatoire et événements

Une expérience est qualifiée d’aléatoire si on ne peut prévoir par avance son
résultat et s’il se répete dans des conditions identiques elle peut donner lieu a
des résultats différents. On note ) I'univers, I’ensemble de tous les résultats
possibles. w représente un résultat de cette expérience.

Exemple 1 : On jette un dé cubique numéroté de 1 a 6. On lit le numéro
apparu sur la face supérieure. Q = 1,2, 3,4, 5, 6 = [[1,6]].

Exemple 2 : On jette un dé cubique numéroté de 1 a 6. On lit les numéros :

o g { 0 i€l
J € [[1,6]]

) n’est pas déduit de I'expérience de maniere unique. Si on s’intéresse a la

somme des points, on peut définir un Q' = {2,...,12} = [[2,12]].

Lorsque 'on effectue une expérience aléatoire certains faits liés a cette expérience

peuvent se produire ou non. On les appelle évenements.

Exemple 1 : Soit A; : ”Le numéro obtenu est pair”. A; réalisé si w € {2,4,6}.

Ay = {24,6}.

Soit Ay : ”Le numéro obtenu est supérieur ou égal a 4”. Ay = {4,5,6} € P(Q)

(parties de €2).

Un évenement impossible est représenté par O.

Q est réalisé si w € {1,2,...,6}. On Pappelle événement certain.



Exemple 2 : Q = [[1,6]]%
B : "La somme des numéros est 6”.
B ={(1,5), (2:4), (33), (42), (51)}
Card(Q) = 62 = 36.
B € P(Q) = [[1,6]]?
P(£2) : I'ensemble de tous les évenements quelconques. On dit que A et B sont

incompatibles ssi AN B = @

2 Espace probabilisé fini

Définition : Soit €2 un ensemble fini.

P () représente I'ensemble des parties de 2. Le couple (2, P(£2)) est appelé
espace probabilisable. {w} évenements élémentaires, w € €.

Définition : On appelle probabilité définie sur 'espace (£2, P(£2)) une applica-

tion :

P,P(Q) — [0,1]
A — P(A)

Vérifions les deux axiomes :
(i): P(Q) =1
(ii) : F(A,B) e PX(Q)/(ANB)=0
P(AUB)="P(A)+P(B)
(Q,P(22),P) est un espace probabilisé fini. (2 = Univers, P(Q) = Tribu, P
= Probabilité)



Propriétés :
1. P(A)=1—P(A) et P(D)=0

2. P(A— B) = P(A) — P(AN B)
3.SiAC B=P(A) < P(B) (Pest )
4. P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
o (A—B={zeAetz¢B{ (a)

e A=(A-B)U(ANB).(A-B)Nn(ANB) =0
P(A)=P(A—B)+P(ANB)
P(A—B)=P(A)—P(ANB)

e ACB, ANB=A
B=(B-A)U(ANB)
P(B)=P(B—-A)+PANB)
P(B)=P(B—-A)+P(A) =P(A) (P(B-A)=0)

e AUB=BU(A-B)-(BNn(A-B)=0)
P(AUB)=P(B)—P(A—B)=P(B)+P(A) —P(ANB)

2.1 Formule de Pointcaré

(Q,P(Q2), P) espace de probabilité fini. Pour toute famille d’évenements (By)1<g<n

P(}Q By) = i ((—1)’“+1 > P(ﬁBi’j)>

k=1 1<i1<ig<...<k<n



2.2 Théoreme :

Soit Q = {wy,wa,...,w,}. P est une probabilité sur €2 tel que : p; = P({w;})

pi >0 Viel[l,n]
Z?:lpi =1

Réciproquement, si (p;)1<i<n est une suite de réels vérifiant les deux lignes

Vi € [[1,n]] on a alors :

ci-dessus, alors 3! probabilité P sur € telle que :

P({w}) =piVi et P(A Z piVA € P(A)

1,w;EA
2.3 Démonstration

Si P est une probabilité sur 2.

—P({w}) 20 Vi€ [Lall et Ypi= Y Pllw}) =1

=1

or

0=Uduh) - PO =Y Pwih) = sz—l

Réciproque : Supposons (1) et (2) vérifiés.
Soit P I'application définie par P(A) =3, -4 P({wi})
VAeP(): A= Ui,wieA Wi = Zi,wieApi

Montrons que P est une probabilité.

0<P(A ZP<Zp,—1 0<P(A) <

t,w;EA

=3 P = Yopi=

Si A et B sont deux événements incompatibles. AN B = @

AUB =P(U;wmeavnlw) =20 0eaPUwib) + 22, e PHwi})
= P(4) + P(B)

P est donc une probabilité.



2.4 Définition :

On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les évenements

élementaires sont égales. On dit que P est uniforme sur (£2, P(Q2)).

VAePQ) — P(A) = ZZZ—%

En effet, 3IA € [0,1] / p; = AVi € [[1,n]]

= 1
Zpi:1:>n)\:1:>)\:—

n
=1

vAcP©) P(A) = S A=A Y 1=) Card(4) = —gzgifi

1w, EA 1w, EA
2.5 Exercices :

Une urne contenant 5 boules blanches et 5 boules noires. Les boules sont
numérotés de 1 a 5. Décrire 'univers associé a chacune des expériences suiv-

antes.

1. On tire une a une trois boules de I'urne en les remettant a chaque fois.
2. On tire une a une trois boules sans remise.

3. On tire toutes les boules sans remise.

U - {Bl, ceey BT, Nl, ceey NT}

Correction :

1. Q=U3={(a,b,c),acUbeUceU}
Card(Q)) = 10°

2. Q = {(a,b,c) € U? tel que a # b,b # cetc # a} 3 listes & élements
distincts. Card(Q) = A3, = 1%

T

3. Q = {permutations de [[A,10]] — [[A,b]]} Card(£2) = 10!

5447 +3%  125464+27 216 108 1
pay= S HE T 125464427

1728 1728 T 1728 864 8




2.6 Exercice 3

Un placard contient 10 paires de chaussures toutes différentes. On prend 4

chaussures au hasard.
1. Probabilité de tirer deux paires completes
2. Probabilité de tirer au moins une paire
3. Probabilité de tirer une paire et une seule
Correction :

1. Q = {Toutes les combinaisons de chaussures parmi 20};

Card(QY) = (240)

10
() _ 3 _ 0,009

A 72 paires completes” , P(A) = &) =33

2. B est I'union de 3! = 6 éveénements de méme type que B.

B = {1 blanche, 1 noire, 1 bleue}
Card(B) =5%4%3

Card de B = 60 * 6 = 360. P(B) = 2% = 2

1728 ~ 24

3. (a) Q= {3 listes d’élements différents pris dans U}
Card(Q) = A3, = 2 =10 11 % 12 = 1320
(b) B = {1 blanche,1 noire,1 blanche}, Card(B) = 60
Card(B) = 60 * 6 = 360
(c) Soit C : ”La premieére boule blanche arrive au troisieme tirage”

Card(C) =5% A2 =5%42 =210 - P(C) = 20 — 2L

1320 ~ 132



2.7 Exercice 4

Une urne U contient 9 boules numérotées de 1 2 9. On tire 2 boules. Déterminez

la probabilité d’obtenir 2 boules portant des numéros de méme parité.
1. On tire deux boules simultanéement
2. On tire la premiere boule puis la deuxieme sans remise
3. On tire une boule, on la remet avant de tirer la deuxieme

Correction :

L Q={(1,2);(1,3); (1,4);...; (1,3); (2,1); (2,3); ..; (9, 8)}

L’ensemble de toutes combinaisons de deux boules prises dans U :

|
Oard(Q):cgz(g) 9 8x9 72

= = 2 =36
2) T okl T 2 2

Soit A I’évenement : ”Les deux nombres obtenus sont de méme parité”

Ilya (;L) fagons de choisir 2 boules paires/impaires.

Card(A) = (3) + (g) P(A) (3);6(2) _ 103;6 _ g

2. 2 = {2 listes d’élements pris dans U} # {I’ensembles des arrangements. }

9!
_ A2 _ _ _
C@rd(Q)—Ag—(S_z)!—S*Q—m
A2 + A2
A:u
1
4! 5!
2 % .5 42 9
A4—2!—12, A5—2!—20
12420 32 4
PA) =~ 2

729
3. Q l'ensemble des 2 listes. Card(Q2) = 9* = 81

_ 42452 16425 _ 41
P(A) — 81 T 8 81

ncertitude sur I'indice du denominateur



2.8 Exercice 5

On considere une urne U contenant 5 boules blanches, 4 boules noires et 3

boules bleues.

1. On tire simultanément 3 boules dans I'urne U

e Probabilité d’obtenir 3 boules de la méme couleur ?

e Probabilité d’obtenir 1 boule de chaque couleur ?
2. On tire successivement 3 boules en la remettant apres chaque tirage

e Probabilité d’obtenir 3 boules de la méme couleur ?

e Probabilité d’obtenir 1 boule de chaque couleur ?

3. Tirage sans remise

e Probabilité d’obtenir 3 boules de la méme couleur ?
e Probabilité d’obtenir 1 boule de chaque couleur ?

e Probabilité que la premiere boule blanche tirée le soit au 3¢ tirage

Correction :

1)a) © : ensemble des combinaisons de 3 boules dans U.

Card(Q) = (7)) =220

A : 7On tire 3 boules de la méme coulewr” = P(A) = 1441 = 5
1)b)
5x4x3 60 6 3
220 220 22 11
2)a)

Q = {3 listes}, Card(Q) = 12°



3 Probabilité Conditionnelle

(Q,P) espace probabilisé fini ou ¢ est la probabilité uniforme.

Soit A un évenement de probabilité # 0. La probabilité conditionnelle de B

sachant A :
P(ANB)
By=—_—7~ = B
Pa(B) = gy = Pa(B)
o PQ) = R
VA € P(R2), on definit Pa :
B = PA(B)

est une probabilité conditionnelle. Elle est appelée la probabilité conditionnelle.

Remarque : Pa(B) =1 — P4(B)

3.1 Formule des probabilités composées

Soit n € N (n > 2). Pour toutes familles d’évenements A; (a < ¢ < n) :
P(A;NA,—1)#0

On a la formule suivante :

Ay Ay Ay

En effet :

P(Al) * Pa, (Az) * Payna, (AS) * Lk PAm...ﬁAn_l(An)

_ P(A1NAs) . P(A1NAsNAs) . P(AIN..NA,)
— P(Al) * ,P(1141)2 ’])(1141(]2142)3 'P(AI%‘..QAn—l)

=PAN...NA,)

3.2 Définition

Soit €2 un univers fini. On appelle systéeme complet d’évenements de {2 toute

famille :

A; (1<i<n)(neNx)tel que AiNA; =0
Uz 4i =

Vi g
Remarque : Y " | P(A;) =1car |J;_, 4 =Q
VBeP(Q) P(B)=> . ,PBNA)
BNA;,BNA,,...BNA,

Sont deux a deux incompatibles (BN A, N BN A; #0)
P(Uim (BN A)) =32, P(BN Aj)



Oor U, (BNnA)=Bn(U,A4)=BnQ=28

P(B) =31 ,P(BNA;) Formule des probabilités totales

3.3 Formule de Bayes

1) Pp(A) = PalBPA) | p(B) £

P(B)
Soit (A, ..., A,) un systeme complet. P(A4;) # 0
VB, P(B) # 0.
A\ P(AEZ.) *P(Ai)  Pa(B)*P(4) R
P(E) T =S BB A or P(B) _;P(BmAj)
2)
Vi, Pp(A) = Pa(B)*P(A;)  Pa(B)*P(A)

B Z?:l P(BNA) Z?:l Pa,;(B) xP(A;)

Définition : A et B sont indépendants ssi :

Pa(B) = P(%) —P(B) & % — P(B) & P(AN B) = P(A) + P(B)

4 Variables aléatoires discretes

Définition : € un univers fini

Toute application X définie sur €2 a valeurs dans un ensemble E est appelé
variable aléatoire sur 2. Si ' = R alors X" est appelé variable aléatoire (v.a.)
réelle.

Notation : X(Q) = {1, 22, ...,z }, n = Card(f)

X(Q) CN(ouCZ)

Exemple : Considérons le lancer de deux dés équilibrés.

QO =[[1,6]]> = {(1,1),(1,2)...(6,6)} — Card(Q) = 62 = 36

Q — F
Soit S Uapplication :
w(i,j) — i+7

10



E ={2,...12}. Calculer P(S =5)

4 1

P(S=5)= %9
P(S = s) = P(S7'{s}) — image réciproque
S!'={weQS(w)=s}
Exemple : Soit A € P(Q).

X:Q — R
Soit : 1 s weA
W =

0 sinon (w€ A)
X est la variable aléatoire indicatrice de A notée X = ¥4

1 st x€A
Ou W 4(z) =

0 sinon

Remarque : F(€2,R) est un espace vectoriel sur R, ’ensemble des variables

aléatoires.

Définition : On appelle Fonction de répartition de la variable aléatoire X

F:R w [0,1]
r = Fx)=PX <)

Ou Fy(z) =

Remarque : F est croissante. F'(—o0) =0, F'(+o00) =1

11



4.1 Moments d’une variable aléatoire

4.1.1 Espérence, mathématiques de X

Soit X une variable aléatoire discrete. On appelle X : E(X) = > 2,P(X =

x;). C’est une moyenne prépondérée.

Remarque : E est un opérateur linéaire : E(a, X) = aE(X) VYaeR
E(X+Y)=EX)+EY)—E(a)=a—VYa€eR

Définition : E(p(X)) = Y. ¢(x;) * P[X = x;] ot ¢ est une fonction quel-

conque.

4.1.2 Variance

Définition : On appelle variance de X, 0 = V(X) = E((X — E(X))?).
Une variance est une mesure de la dispertion de X autour de la valeur centrale.

o=+/V(X) écart-type
V(X) = E((X = B(X))*) = ) _(&; —n)’ * P(X = ;)

oun = FE(X)

Formule de Konig-Hugghen :

V(X) = BE(X?) - BE(X)?

4.2 Lois de probabilités d’usage courant
4.2.1 Loi discrete uniforme

X(Q) = {1,2,...,n}

12



% =

E(XQ)zzn:kQ*P(X:k): 1Zk32: I n(n+1)x(2n+1) (m+1)2n+1)

— n e n 6 6
(n+1)*2n+1) (n+1)2 2x@2n*+3n+1)—-3xn*+2n+1) n*-1
ViX) = 6 I 12 T

4.2.2 Loi de Bernoulli de parameétre : B(p)

< 1 si un évenement A se réalise avec la probabilité p

0 sinon (avec 1l-p)=q

4.2.3 Loi Binomiale B(n,p)

On répete n fois 'expérience de Bernoulli dans des conditions identiques (résultats
indépendants). X représente le nombre de réalisation de I’évéenement A.
X=>" X, X,— B(p) indépendants. (— : suit)

EX)=3BEX) =X p=np

V(X)=>", V(X)) (car X; indépendant) = """ | pg = npq

P(X =k) = (”) ot (1—p)"*

k=01

<

Suite et fin dernier exercice

2) A; : "Tirer au moins une paire”
A; : "Tirer 4 chaussures provenant de 4 paires différentes”
Ilya (12) facons de choisir 4 paires de chaussures parmi 10. Pour chacune

d’elles il y a 2 fagons de choisir une chaussure de chaque paire.

() =2t 224 224 99
Pld) = = omy = 33 = Pl = 17 555 = 593 = 0807

13



3) Az : "Tirer une paire et une seule”

A3 - Ag - Al | P(Ag) — P(AQ - Al) - P(AQ) - P(Al N Ag)

Or Al N AQ = Al(Az C A2>

99 3 96

4.2.4 Loi de Poisson P()\)

C’est la loi d'une variable aléatoire entiere positive qui satisfait a :

On obtient la loi de Poisson comme une approximation de la loi Binomiale

B(n,p).

Théoreme : B(n,p) converge en loi vers une variable de Poisson P (A =

np) lorsque n — 400 et p — 0.

En pratique cette approximation est tres satisfaisante des que p < 0.1 et

n > 50.
n n wp) . (D
e 5 (1= p)F e LB ,> | (A =np)
k k!
+00 +o00
EX)=) k«P(X=k) =) kxe* *_:
k=0 k=0
—+o0 )\k—l
—e M\ % ﬁ:e_’\*/\*e’\:)\
~ (k—1)!
“+o00 k
E(X ZkQ*PX k) ‘AZkz Z “
k=0

. A . +o00
Zk+1—1 Sk <g P +Z _1>

Al 2 e AL A 2 A A 2
—e )\*Zm+/\;m =e k(AN xettAke ) = A+ A

7 V(X)=BE(X2) —BE(X)2=M+X1—\2 =)\

V(X)=2A

14



4.2.5 Loi hypergéométrique H(N,n,p)

On considere une population de N individus parmi lesquelles une proportion
p possede un certain caractere. On préleve un échantillon de taille n. Tirage

sans remise.

Soit X la variable aléatoire : nombre d’individus possédant le caractere.

() o)

(W)

P(X =k) =

On dit que : X <= H(N,n,p)

E(X)=npet V(X):%*npqoﬁ (g=1-p)

Remarque :

H(N,n, —  B(n,
Pour N tres grand : ( P) (n.p)

N — 400

En pratique, cette approximation est tres bonne des que le taux de sondage :

L <10%

4.2.6 Loi géométrique et loi de Pascal

C’est la loi du nombre d’essais nécessaire pour faire apparaitre un évenement

A de probabilité p :

Loi de Pascal :

C’est la loi du nombre d’essais nécessaire pour observer n fois un évenement

A de probabilité p. L’expérience se termine par A.

n—1 _ n
P(sz‘)zp*(k,_l)*p’”*q’“ (¢g=1-p)
:(Z:i>*p"*qk_” Vk>n

15



Pour n = 1, on retrouve la loi géométrique.

X =3"" , X;; somme indépendante de loi géométrique X; <= G(p)

BOO =Y B(X) =5 ="

p

V) =Y vy =3 =g

2
Exemple : La proportion de pieces défectueuses dans un lot de piece est

de 5%. Le controle de fabrication de piece est tel que :

e Sila piece est bonne, elle est acceptée avec une probabilité de 96%

e Si la piece est défectueuse, elle est refusée avec une probabilité de 98%
On choisit une piece au hasard :

1. Quelle est la probabilité d’une erreur de controle ?

2. Quelle est la probabilité qu'une piece acceptée soit mauvaise ?

Correction :
A Iévénement : "piece acceptée” Pa(A) = 96%
1) Notons : B I’évenement : ”piece bonne” P(B) = 5%

E I'événement : “erreur de controle” Pg(A) = 98%
On cherche P(FE)

E=(ANB)U(ANB) car AN B et AN B incompatibles.

P(E) = Pg x P(B) 4+ Pp(A) * P(B) = 0.02 % 0.05 + 0.04 % 0.95 = 3.9%

2) On cherche P4 (B)

A=(ANB)U(ANB)
P(A) =P(ANB)+P(AN B) = Pp(A) x P(B) + P5(A) x P(B)

= 0.96 % 0.95 4 0.02 % 0.05 = 0.913 = 91.3%

16



_ Pg(A)«P(B) _ P5(A) * P(B)

P(A)  Pg(A)xP(B)+Pg(A) x P(B)
0.02 % 0.05

~ 0.96 % 0.95 + 0.02 % 0.05

= 0.0011

Exemple : On dispose de 2 dés A et B. Le dé A a 4 faces rouges et 2

faces blanches. Le dé B a 2 faces rouges et 4 faces blanches.

On lance une piece de monnaie tel que la probabilité d’obtenir pile soit de

1

g.
Si on obtient pile on décide de jouer uniquement avec A. Sinon on joue avec

uniquement B.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir rouge du premier coup ?

2. On a obtenu rouge au 2 premiers lancers, quelle est la probabilité d’avoir

rouge au 3¢ coup ?

3. On a obtenu rouge au n (n € N) premiers lancers, quelle est la proba-

bilités d’utiliser le dé A ?

Correction : Soit Ry : ”On obtiens rouge au k*™¢ coup”.
1) On cherche Ry Ry = (RiNA)U (R N B). Les deux évenements sont in-

compatibles.

P(R) =P(RiNA)+ (P(RiNB)="Pa(Ry) * P(A) + Pa(Ry) x P(B)
21 1 2 4
~3"373%37 %

2) On cherche Pg,nr,(R3)

D’apres le théoreme d’intersection :

P(R; N Ry N R3)
P(R; N Ry)

PR1(7R2 (R3> -

17



En cas d’intersection, il faut penser a conditionner !
RiNRy= (RN RyNA)U (R N RyN B) Evenements incompatibles

=P(Ri N Ry) = Pa(R1 N Ry) x P(A) + Pa(Ry N Ry) x P(B)
2V Ll (L2l 2 6 2
~\3 3 3 327 27 27T 9

P(Rl N RQ N Rg) = PA(Rl N RQ N Rg) * P(A) + PB(Rl N RQ N Rg) * P(B)

2\? 1 1\N* 2 10
=z *x=-+\|z| *x=z==—
3 3 3 3 81

3) On cherche Pr,nr,n..AR, (A)
Formule de BAYES :

P(B)
Pa(RiN..NR,) *P(A
Prin..nr, (A) = A('pl(Rl n... ﬂ)R ) -
Pr Rr.(A) = (é)n * %
1N..NRy, Pa(RiN..NR,)«P(A)+Pp(RiN..NR,) *xP(B)
271

= 2n 2n—1

3 —
2o+ (3)'x2 v 42 24l

Exercice : Le nombre d’appel téléphonique a un standard qui suit une loi de
Poisson P(A). Supposons que pour chaque appel, il y ait une probabilité p

pour que le correspondant demande un poste A.

1. Calculer la probabilité qu’il y ait k appel vers A, sachant qu’il y a eu n

appel au standard.

2. Calculer p(n, k) la probabilité qu’il y ait n appels au standard et k appel
au poste A.

3. Déterminer la loi de Y
e ) variable aléatoire : nombre d’appel vers A

e X variable aléatoire : nombre d’appel vers le standard

18



Correction :

1) X <= P()) Loi de Poisson

Pron(Y = k) = (Z) e (1
X

VO<k<n y<—>B(n,p)
2) p(n, k) =P((X =n)N (Y =k)). Loi conjointe
p(n, k) = Pypn(Y =k)*P(X =n) = (k) s pk % (1 —p)”_'C * e % g
n! k n—k a, A
BT T S A
3) Loide Y 7
oo
Y=k=UJ@=Knx=n)
n>k
Ry : pix (1 —p)"Fxe ™ x \E
P =k =) PV =KNX=n)=) =

P — P(Axp)
Exercice : Une urne contient 4 boules blanches et 5 boules noires. On tire
simultanéement 3 boules de cette urne. X variable aléatoire : nombre de

boules blanches obtenues.
1. Donner la loi de X' et son espérence E(X)
2. Vi €[]0, 3]], on note A; : "X =1i". Calculer p; = P(4;)

3. On remet dans I'urne les boules noires obtenues et on garde les boules
blanches obtenues. Puis on tire une 4™ boule. Quelle est la probabilité

d’obtenir une boule blanche.

19



Correction :

1) ¥ > HN=9n=3p=3

PX = k) = () ’Eg():s—k) _
A (€) = [[0, 3]
E(X)=np=3%35=3
2)

3) Soit B : ”La 4° boule est blanche” B = |J?_ (BN 4;)

P(Ai) = pi ; ,
P(B)=> P(BNA)=Y Pa(B)*P(A)
1=0 =0
4—9 .
Pa,(B) = - Vi e[[0,3]]
9—1
3 .
4 —q 4 5 3 10 2 5 1
PBI=2 (g m=5*g 5 a7 uts"
=0
1807
PB) = 53

1
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Remarque : Pour différencier loi Binomiale de loi hypergéométrique :

e Loi Binomiale : Tirage avec remise

e Loi Hypergéométrique : Tirage sans remise
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Exercice : Soit 2 urnes U et V.
e U contient a boules blanches et b boules noires

e V contient b boules blanches et a boules noires

C’est un tirage sans remise.
U, : ”Le n-ieme tirage s’effectue dans U”
V., : 7Le n-ieme tirage s’effectue dans V”
B,, : ”La n-ieme boule tirée est blanche”
Si a I’étape n on a tirée une boule blanche, le tirage suivant s’effectue dans U,
sinon dans V.
1. Calculer Pg, (Bnt1) et P (Bny1)

2. p, = P(B,). Etablir la relation de récurrence entre p, 1 et p,

3.
) =3
Montrer que (pn) 2
n — 400
Correction :
1)
a
b

P5(Bny1) = Py, (Bny1) = P

a b
P(Bn+l):a+b+a+b:1

2) Byy1 = (Bni1 N B,) U (B,11 N B,) Systéme complet d’événement B, et B,
P(Bni1) = P(Bps1 N Bn) + P(Bpya N By)
P(But1) = Pp,(Bus1) * P(By) + Pp(Bns1) * P(By)
Pnt1 = (a i b)pn + (QLM) (1 —pn)

_[a—b . b
Pn+1 = a+b Pn a+b
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3)
Supposons que p,, est convergente. Soit [ sa limite. [ est un point fixe : [ = f(I)

Soit a tel que : f(a) = (D)o + L = 1= (22)1+ 2 e

a+b atb a+b
— (a+b)l = (a—b)l+b
== 20l =0

Montrez que p,, est convergente :

B a—>b n a

o1 = a-+b Pn a-+b
_1_ a—> L b b 1 1_ a—> N b—a
Prn+1 2_ CL+b Pn —|—b 2 pn+1 9 CL—l—b Pn 2(a—|—b)

_1_ a—b( _1)
Pn+1 2_ a—l—b Pn 9

Posons ¢, = p, — l = Qni1 = (a +b>% suite géometrique de raison

a—b
+b
n—-+4o00o

or |4 ‘<1:>qn—>0:>pn—>%

a+b

Fonction génératrice

Définition : X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, C, P)
tel que X(©2) C N

X (2) = {valeurs de X}. On définit sa fonction génératrice :

+oo
= t"P(X =
n=0

Remarque : ¢,(t) = E(t*) (Lorsque elle existe. Elle peut diverger a I'infini

dans quel cas elle n’existe pas).

g:(t) = Zt"P(X =n) — Serie entiere

Soit Ry le rayon de convergence de la série : elle converge sur | — Rx; Rx|
gx(1) =3 P(X =n) = 1= Rx/geql (Rayon de convergence)

gx est CT (elle est infiniment dérivable) sur | — Rx; Rx|
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Exemple : Soit X < P(\) (Poisson). Calculer g, (t)

+Oon n n 7)\"'00(/\25)71
:Z:;t xP(X = Zt xe” *m:e Z o

“XE_ A1)

g.(t) =exe

La loi d'une variable aléatoire X a valeurs dans N est entierement déterminer
par la donnée de sa fonction génératrice (gx(t)).

Rappel : f(t) = > a,t" Vt €] — R; R]

@n:%. Donc P(X :n):@

Remarque : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :
gx 4y (1) = gx () % gy (1) car BESY) = B(X) = B(tY)

Proposition : ggp(l) =EX(X-1)...(X—-k—-1) —VkeN

gx(t) =37 ot xP(X =n)
gx(t) =Y S nxt""t« P(X = n) gx(1) = Y25 nP(X =n) = E(X)
g% (t) = Zn nn—1)«t" 2« P(X =n) | ¢%(1) = Zn on(n—1)P(X =n)

= B(X(X -1))
+o0
g =D "nn—1)n-2)..(n—k+ 1" F« P(X =n)
n==k
g9 1) = fn(n—1)(n—2)...(n—k+1>*79(x =n) = B(X(X-1)..(X—k+1))

Exercice : Déterminez la fonction génératrice de X — G(p) ou G est une loi

géométrique.
PX =n)=pl—p)" ' =pg" " | g=1-p
—+00 400
gx(t) = Zt”P Zt”p* q" —p*tZ(tq)”_l
n=1 n=1
1 pt
t)=pxtx = ) = ——
ox(t) = px b 1 = 0x() = TE
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Exercice : Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes avec
X — P(A), Y — P(u). Déterminez la loide Z = X + Y.
9z(t) = gx(t) * gy (t) car X et Y indépendantes.

gz(t) = M=)y on(t=1) — (Axp)(t—1)

Z =P+ p)

Formulaire :

n

Z""z +1(2n+1 Z”:kg n%( 1)2

() (") ()+QZJ:(ZH)
i(;) ( ) (a b) (a,b,¢c) €N | Formule de Vandermande

2 ()=o)

Exercice : Dans une entreprise, on a mis au point un systeme de test pour

Zk—

vérifier la qualité du produit.

On test 10 produits ensemble :

e Si le test est positif, on accepte tous les produits.

e Si le test est négatif, on test a nouveau chaque produit individuellement.

La probabilité pour qu'un ensemble de 10 produits soient acceptés est de 0,9.

On test 50 produits par cycle.

1. Déterminez X (£2) [X : nombre total de test]

2. Loi de X, E(X)

X =5 si tous les lots sont bons Y < B(n,p)oun=>5; p=0,1

X =15 si 1 lot est défectueux PY =k) = (;)(0,1)%(0,9)>*

X = 25 si 2 lots sont défectueux EY)=np=5%0,1=0,5Vk € [[0,5]]
X = 35 si 3 lots sont défectueux X=10Y+5=FEX)=10«xFE(X)+5
X =45 si 4 lots sont défectueux E(X)=10%0,54+5=10

X = 55 si 5 lots sont défectueux

Soit Y une va du nombre de lots défectueux
X |5 15 25 35 45 55
Yy|o 1 2 3 4 5

24



