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1.1 Variables aléatoires réelles

Définition : Une variable aléatoire réelle est une application mesurable de

I'espace probabilisé (2,C,P) dans R muni de sa tribu Borélienne.

B : la o algebre (Borélienne) engendrée par les intervalles de R.
VB € B (B : borélien)

X :(2,C,P) — (R,B)

Px(B) =P{w € Q/X(w) € B})

La tribu (C) est la classe d’évenements (I’ensemble de tous les évenements).
()vAecC,AecC
(ii) Soit (A;)ser famille dénombrable d’événements.

JA; €C(A; €C) (i,it) 2 €C,QeC

el

La o algebre est la plus petite tribu engendrée par les intervalles de R.

Px(B) = P{w/X(w) € B})
= PH{XYB)}) — image reciproque
Définition : La fonction de répartition de X est 'application F : R +— [0, 1]
F(x) =P(X <x)

F est une fonction croissante et F'(—oo) = 0, F(+00) =1



Définition : On dit qu’une variable aléatoire X est a densité lorsque sa
fonction de répartition F est continue sur R et de classe C' sur R privé d'un
nombre fini de points.

Toute fonction f a valeurs positives qui ne differe de la dérivée F’ qu’en un
nombre fini de points est appelé densité de X.

F'(x) = f(x) sur R privé de certains points. Théoreéme : Soit X une v.a.
réelle a densité de fonction de répartition F. Si f est une densité de X alors
VeeR F(z)= ["_f(t)dt.

Démonstration : Soient aq,as, ...,a, les points en lesquels la primitive n’est

pas définie. Supposons que a; < as < ... < a,

1" cas : X < a;

F est une primitive de f sur | — oo, z] et tﬁ'moof(t) =0

[ fode = [FO)” = F(2)

2cas s ay < X < apy, p € [[1,7]

F est une primitive de f sur chaque interval |ay, api1[, b € [[0,p]] et donc sur
Jop, a1

Vk e [[1L,p—1]]

[t f(ode = LimF(t) — limF(t)

t—ragy1 t—ag

= Flag) — F(ax)
Jarfyde = [ f)dt = [F(1)]”
= limF(t) — F(—o0) = F(ay)

t—a; =0

[ F(t)dt = F(z) - Fay)
Joo fO)de = g L1 f(0)de + [ f(dt
= Fla) + X5 (Flakn) = Flay) + F(x) = F(ap)
= F(x) (simplification des termes)

S fdt = F(z)



Conséquences : f(x) continue sur R sauf éventuellement en un nombre

fini de points.
(i) F'(z) = f(z) > 0 car F croissante.

@nﬁgf@mziﬁ&m@:1

Une densité est caractérisée par deux points :

- positive

- son intégrale = 1

Exemple 1 :

fa) = cos(z) si x € [0, 5]
0 sinon

1) Vérifier que f(z) est une densité

2) Soit X une v.a. de densité f(x) : déterminez la fonction de répartition de

X (fonction de répartition)

1) fo cos(t)dt = [sm(t)}g = sin(5) — sin(0) = 1

2) F(x) = [, f(1)

1 cas : x € ] —00,0] - F(z) = [ f(t)dt =0

2¢ cas : x € ]0, 5]

F(z) = [°_f(t)dt+ [T f(t)dt
= 04 [ cos(t)dt = sin(x)

F(z) = [*_f(t) f f(t dt+f0 dt+ff
= 04+0+1+40




Aﬂ“) 11>73
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F(z) =sin(z) 0 <z <

T X
2
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Exemple 2 : X une v.a. de densité f. Soit I’ sa fonction de répartition.
Y=®=aX+b-a#0
Déterminez la loi de Y.

Soit G(x) la fonction de répartition de Y : G(X) = P(Y < x)

Pour a>0 G(z) = PlaX +b<z)=PX < b)) = (=t = F(£2)
Poura<0 G(z) = PX>Zb)=1-P(X <) =1- F(£?)

Remarque : P(X =a) =0

[ f(#ydt = F(b) - F(a)
Sta=bP(X =a)=0
Fx)=P(X <a)=P(X <a)
La densité de ¢ et g(x) = G'(x)

G/(x){%f(¥>a>o /

2ot <o



1.2 Moments d’une v.a. continue
1.2.1 Espérence mathématiques

Définition : Soit X une v.a. continue de densité f(x). On appelle espérence
de X : E(X) = [, xf(x)dx si intégrale w (?)

Remarque : E est linéaire.

E(aX + YY) =aE(X)+ BE(Y) - ¥(a, B) € R?

Définition : E(¢(X)) = [, ¢(z)f(x)dx — densité de X (¢ quelconque)
Exemple : (Loi de Cauchy)

Sa densité :

fla) = ——

VzeR B 71'(1 + 72

B(X) = /+OO S

oo (14 2?
2 ~ 1 au voisinage de +o00. Or J T Ly divergente d’apres Riemann avec
1+22 x ) 1 z
a=1.

L’espérence de Cauchy n’existe pas.

1.2.2 Variance de X

Définition : V(X) = E(X?) — E(X)? ou E(X?) = [, 2*f(z)dx



2 Exercices

2.1 Exercice 1
Soit f(z) =ie l*l vz e R
1. Montrer que f(x) est une densité de probabilité.

2. Soit X la VA de densite f(z). Déterminer la fonction de repartition de
X.

3. Calculer E(X) et V(X)

1) f est une densite ssi :

(i) flz) = %elw >0 VreR

- o~ 1 2 i +o00
(“) f(x)d:v = / §eilm|dx = 5/ e dx = [ — efx}o =1
> - 0

0 car f paire

2) F(z) =P(X <z)=[*_ f(t)dt Vz € R fonction de répartition de X

1 cas :

F(z) = / %etdt = %[et]xm = 56”6

—0o0

2° cas :

T 0 T
F(l‘) - /oo f(t)dt Relation ?e Chasles /oo f(t)dt +/O f(t)dt

v 1 0 1 1
(Vz'a ler cas = / f(t)dt = iex = / ft)dt = 560 = 5)
1

1 1, 1 1 1 1 1
= — —_dt:— — | — —t = - — = - —:]_—— _‘T:F
2T ) 3f ptal-e =557 +5 "¢ (z)
1
€ <0 .
F(z) = F(z) est continue sur | — o0;0[ U]0; +o0]

1
En0 : limF(z)=-= lim F(zx) = F(0) = F continue sur R

z—0+t x—0~



3)
E(X) = /Rxf(x)dx. V(X) = B(X?) — E*(X)

E(X?) = /_+Oo 22 f(x)dx

[e.e]

Pourquoi f(z) et pas f(2?) ? Def: E(¢(X)) = [ o(x)f(z)dx

E(X) = —/_mLﬂcldx;»E(X) =0

oo impaire

“+o00 2 —+o00 —+o00
/ e *ldy = —/ r?e %dr = / 2xe %dx
—00 paire 2 0 0 v u’

v=12> v =22 +00
IPP E(X?) = [ — xQe_I] — [ 2z % e*da
u=—e% u=e" - -0

2.2 Exercice 2

Le fonctionnement d’une machine est pertubée par des pannes. On considere

3 variables aléatoires : X;(i = 1,2, 3).

X, : temps ,exprimé en heures, écoulé entre la mise en route de la machine et

la 1%¢ panne.

Xy : temps, exprimé en heures, écoulé entre la remise en route de la machine

et la 1% panne et la suivante.

X3 : temps, exprimé en heures, écoulé entre la remise en route de la machine

et la 2° panne et la suivante.

Apres la 3° panne, la machine est suspendue (X;) sont indépendantes et suivant

la méme loi de densité f(t) =0sit <0et f(t) = %e‘é sit>0



1. Quelle est la durée moyenne de fonctionnement entre les deux pannes

consécutives ?

2. Soit E : 7 chacune des trois périodes de fonctionnement dure plus de 2h”.

Calculer P(FE).

3. Soit Y V.A. : la plus grande des trois durées de fonctionnement. Calculer

PY <t)vVteR
4. Déterminer une densité de Y.

5. Calculer I = [" te®dt Ya € R". En déduire E(Y).

1) La durée moyenne de fonctionnement entre 2 pannes consécutives.

1 oo _t 1 _tq400 1 teo _1
E(XZ) = tf(t)dt = — z e 2dt = — [—21}6 2:|0 _ — <—2€ Q)dt
R 2 0 v 2 t:_ggo 2 0

3) Y = MaxX;

1<4<3

P(Y > 1) =P(MarX; <t) =P(X; <t Vi) =P( [ (X; <))

ViR i=1

3
PY <t)= H P(X; <t); P(X; <t)= Fx,(t) fonction de repartition de X;

i=1
1" cas: t <0

t
Fx,(t) = | f(u)du=0

22 cas: t>0




5)

Foo . v=t = V=1
tecfdt a <0
0 v ulzeat <« u:éeat

+o00 at
. }+°°_/O leatdt:l[e_]m:i

« at o0 «Q

‘ 0 t<0
La densite Y fy(t) = . £\ 2

[N [eV]

E(Y) :/Rtfy(t)dt: g/omte%u—e%fdt

On cherche a retrouver l'intégrale de la question 5)

3 +00 . . 3 +o0 . +00 +o0 .
EY) =3 / tem2(1=2¢2 e )dt = o ( / te"z2dt—2 / te~ldt+ / te3'dt)
0 0 o .

3.1 1 1 3 4 11
() 2(1/4 (—1) +9/4) 32+ 5) = 3 = 3hi0m

2.3 Exercice 3

La durée de fonctionnement, exprimé en jours, d’un certain composant électronique
est une VA X dont la densité est : f(z) = 0 ou z < 0 et f(x) = Sr2e > ol

r>0et a>0.
1. Calculer g en fonction de a.

2. Sachant qu'un tel composant fonctionne en moyenne pendant 200 jours.

Calculer «.

3. Déterminer une densité de Y ou Y = v X.



(¢) fle)>0 = B>0
(i) [g flx)de =1

1) f est une densite ssi :

“+o00 1 Yoo 2 —+00
/f(:v)d:v =1= 5/ a? e dr = | - —xQeﬂﬂO + —/ re ““dx
sotr= [ e (2 e b [ )
0 v u’ o (0% a 0
—0

2 —1 it 2 %

I:@[ge lo =$|I*ﬁ:1:>ﬁ:7
+o00 1'3 Yoo 3 +o0 3
0 v (6] @ Jo o

E(X)=2pIlou Il =1=200j =2 = a =55 3) Y = v/X. La fonction de

répartition de Y : Fy (z) = P(Y < z)

0 <0 0 <0
Fy(z) =P(VX <) = —
P(X < 2?)=Fx(2?) >0 aPrPe ™ x>0
0 <0
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